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1 
Аннотация. Актуальность и цели. Численные методы решения дифференциальных 
уравнений – актуальная проблема прикладной математики. Работа посвящена чис-
ленно-аналитическим методам второго и третьего порядка точности, основанным на 
аппроксимации нелинейных дифференциальных уравнений кусочно-линейными. 
Материалы и методы. Метод интегральных преобразований для решения уравнений 
математической физики дополнен методом разложения сигнала в ряд по формуле 
Котельникова. Методы аналитического продолжения и интегрального преобразова-
ния Гильберта послужили основой для описания аналитических сигналов. Результа-
ты. Предлагается новый аналитический метод решения задач математической физи-
ки, представляющий синтез метода интегрального преобразования Фурье и разложе-
ния в ряд Котельникова. Предложен алгоритм: найти образ Фурье начально-краевых 
данных, найденный образ разложить в ряд Фурье, вернуться к оригиналу. Предло-
женный алгоритм реализуется в предположении ограниченности носителя образа 
Фурье. Таким образом, получаем дискретные аналоги интегральных формул Пуассо-
на для решения задачи Коши и задачи Дирихле. Получен дискретный аналог формул 
Коши и Шварца для функции аналитической в полуплоскости. Выводы. Предложен-
ные методы могут быть полезны при создании новых численных методов решения 
задач Коши и Дирихле. 
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Abstract. Background. Numerical methods for differential equations solving is a topical 
problem in applied mathematics. The article is devoted to the numerical-analytical methods 
of the second and third order of accuracy, based on the approximation of nonlinear differen-
tial equations by piecewise-linear ones. Materials and methods. Integral transform methods 
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for solving equations of mathematical physics is supplemented by the method of expanding 
the signal in a series according to the Kotelnikov formula (the Nyquist–Shannon formula). 
Analytical continuation method and Hilbert integral transform one served as the basis for 
the description of analytical signals. Results. A new analytical method for solving problems 
of mathematical physics is proposed, which is a synthesis of Integral Fourier transform 
method and the expansion method into the Kotelnikov series. An algorithm is proposed: 
first, find the Fourier image of the initial-boundary data; second, expand the found image in 
a Fourier series; thirdly, we go back to the original. The proposed algorithm is implemented 
under the assumption that the Fourier image support is bounded. Thus, we obtain discrete 
analogs of Poisson integral formulas for solving the Cauchy problem and the Dirichlet 
problem. A discrete analogue of the Cauchy and Schwarz formulas for an analytic function 
in a half-plane is obtained in the article. Conclusions. The proposed methods can be useful 
in creating new numerical methods for Cauchy and Dirichlet problems solving. 
Keywords: Kotelnikov formula (the Nyquist–Shannon formula), Fourier transform, Cau-
chy problem, Dirichlet problem, Hilbert transform, analytical signal 
For citation: Yaremko O.E., Yaremko N.N. Solving initial-boundary mathematical phys-
ics’ problems based on Kotelnikov formula (the Nyquist–Shannon formula).  Izvestiya vys-
shikh uchebnykh zavedeniy. Povolzhskiy region. Fiziko-matematicheskie nauki = University 
proceedings. Volga region. Physical and mathematical sciences. 2021;(3):71–81. (In 
Russ.). doi:10.21685/2072-3040-2021-3-6 

Введение 
Теорема отсчетов Найквиста – Шеннона – Котельникова [1–6] связыва-

ет непрерывные и дискретные сигналы. Теорема утверждает, что дискретная 
последовательность отсчетов непрерывного сигнала ( )y f x= , идущих друг 
за другом за T секунд и состоящих из частот от 0 до ,cf  2 1cf T = , несет всю 
информацию о непрерывном сигнале. Другими словами, непрерывный сигнал  

( )y f x= , 

преобразование Фурье которого  

 ( ) ( )2e f d
∞

− πλξ

−∞

Φ λ = ξ ξ   (1) 

равно нулю вне отрезка  

[ ],c cf f− , 

можно представить в виде интерполяционного ряда  

 ( ) ( ) ( )sinc ,
∞

=−∞

π = −  


k
f x f kT x kT

T
  (2) 

где  

( ) ( )sin
sinc .=

x
x

x
 

Цель настоящей работы – применить теорему отсчетов для решения 
модельных задач математической физики и в теории интегральных представ-
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лений функций аналитических в верхней полуплоскости. В предположении 
финитности образа Фурье начальных или граничных данных задачи мы по-
лучим представление решения в виде суммы интерполяционного ряда. 

Приведем стандартные сведения из аналитической теории сигналов. 
Пусть дан непрерывный сигнал ( )y f x=  и пусть функция ( )Φ λ  – его образ 
Фурье. Разложим функцию ( )Φ λ  в ряд Фурье на промежутке [ ],c cf f− : 

( )Φ λ = 2i n
n

n
c e

∞
πλ Δ

=−∞
 , 

где 

( )2
c

c

f
i n

n
f

c e F d− πλ Δ

−

= λ λ . 

На основании формулы обращения преобразования Фурье  

( ) ( )2i xf x e d
∞

πλ

−∞

= Φ λ λ  

получим 

( )2
c

c

f
i n

n
f

c e d− πλ Δ

−

= Φ λ λ , 

где ( )nc f n= − Δ . 
Значит, справедлива формула 

 ( )Φ λ = ( ) ( )2 2i n i n

n n
f n e f n e

∞ ∞
πλ Δ − πλ Δ

=−∞ =−∞
− Δ = Δ  . (3) 

Таким образом, преобразование Фурье сигнала можно точно вычислить 
по формуле (3) квадратурного типа. 

1. Преобразование Гильберта 
Преобразование Гильберта произвольного сигнала представляет собой 

идеальный широкополосный фазовращатель, который осуществляет поворот 
начальных фаз всех частотных составляющих сигнала на угол, равный 90о 
(сдвиг на  / 2π ). Преобразование Гильберта позволяет разложить исходный 
процесс на две составляющие: амплитудную и фазовую. Это обстоятельство 
находит применение в теории сигналов. 

Преобразованием Гильберта непрерывного сигнала ( )y f x=  называют 
функцию [7–11]: 

( ) ( )1 H f x F i−  λ
  = Φ λ   λ  

. 
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В развернутом виде преобразование Гильберта имеет вид 

( ) ( )2 .
c

c

f
i x

f

H f x i e dπλ

−

λ
  = Φ λ λ  λ  

Из последней формулы найдем выражение для преобразования Гиль-
берта в виде интерполяционного ряда 

( ) ( )
( )

( )

1 cos
 .

k

x kT
TH f x f kT
x kT

T

∞

=−∞

π − −    =  π −  

  

2. Формула Котельникова в задаче Коши  
для уравнения теплопроводности на бесконечной оси  

Требуется решить уравнение 

 
2

2 ,u u
t x

∂ ∂=
∂ ∂

 0, ,t x R> ∈   (4) 

при начальных условиях 

 ( ) ( )0,u x f x= ,  (5) 

заданных на бесконечной прямой, и при дополнительном условии ограни-
ченности решения при всех значениях х и при всех 0t > . Исследованию зада-
чи Коши посвящены источники [12–15]. Решение задачи (4)–(5) можно найти 
по формуле [12]: 

( ) ( )
2 21 4, tu t x F e− −λ π = Φ λ  

. 

Предполагая финитность образа Фурье сигнала ( )f x , на основе фор-
мулы Котельникова (1) получаем решение задачи Коши (4)–(5) в следующем 
виде: 

( ) ( )
2 22 4 2,

c

c

f
i x t i kT

kf

u t x e e f kT e d
∞

πλ −λ π − πλ

=−∞−

= λ , 

 ( )
( )( )

( )
2exp / 4

, Re erf ,
2 2

∞

=−∞

− −   −= ⋅ π +    π   


k

x kT t t x kTu t x i f kT
Tt t

  (6) 

где функция ( )erf  x  определена в монографии [16]: 

( )
2

0
2 .

x terf x e dt−=
π   
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Значительно интереснее приближенная формула на основе (2): 

( ) ( )
22 2, i x t i kT

k
u t x e e f kT e d

∞ ∞
πλ −λ − πλ

=−∞−∞

≅ λ = ( )
( )2

41 .
2

x kT
t

k
f kT e

t

−∞ −

=−∞π   

Оценим погрешность полученной формулы в предположении абсолют-

ной сходимости ряда ( ) 
k

M f kT
∞

=−∞
=  :  

( )
22 21

2 c

i x t i kT
f

k
e e f kT e

t

∞
πλ −λ − πλ

λ ≥
=−∞

λ ≤
π   

( )
221 1

2 2
c

c

f tt
f

k
e f kT d e M

t t t

∞
−−λ

λ ≥
=−∞

≤ λ ≤
π π .  

В частности, для значений  t T>  получим оценку погрешности  

21 .
2

cf

e M
t t

−
δ ≤

π
 

3. Формула Котельникова в задаче Дирихле  
для уравнения Лапласа в верхней полуплоскости 

Пусть в полуплоскости { }2 , 0R x y+ = −∞ < ∞  требуется найти ограни-
ченное решение уравнения Лапласа 

 0,uΔ =   (7) 

удовлетворяющее граничному условию 

 ( ) ( ),0 ,  u x f x x= −∞ < < ∞ .  (8) 

Можно доказать, что если функция ( )f x  непрерывна и ограничена на 

( ),−∞ ∞ , то решение задачи Дирихле для верхней полуплоскости единствен-
но в классе ограниченных функций. Метод Фурье приводит к формуле для 
решения 

 ( ) ( )1 2, yu x y F e− − πλ = Φ λ  .  (9) 

Формула (9) допускает преобразование к виду, который называется 
формулой Пуассона [12]: 

( )
( )

( )2 2
1, yu x y f d

x y

∞

−∞

= ξ ξ
π − ξ + . 

Аналогично рассмотренной в п. 2 задаче Коши можно получить дис-
кретный аналог формулы Пуассона  
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( ) ( ) ( ) ( )( )
( )2 2

sin 21, exp 2 c
c

k

x kT f x kT
u x y f y

x kT y

∞

=−∞

  − π − = − −
 π − +

  

 
( )( )

( ) ( )
( )2 22 2

cos 2
.cf x kT yy f kT

x kT y x kT y

 π −
 − + ⋅
 − + − + 

  (10) 

Так же как в п. 2, доказывается приближенная формула  

( ) ( )2 2, yi x i kT

k
u x y e e f kT e d

∞ ∞
− λπλ − πλ

=−∞−∞

≅ λ =  

( )
( )2 2

1 .
k

yf kT
x kT y

∞

=−∞
=

π − +
  

Оценим погрешность полученной формулы в предположении абсолют-

ной сходимости ряда ( ) 
k

f kT M
∞

=−∞
= : 

( )2 21
2 c

yi x i kT
f

k
e e f kT e d

∞
− λπλ − πλ

λ ≥
=−∞

λ ≤
π   

( )1 1
2

c

c

y f y
f

k
e f kT d e M

y

∞
− λ −

λ ≥
=−∞

≤ λ ≤
π π .  

4. Формула Котельникова для аналитической  
функции в верхней полуплоскости 

Сопряженную к данной гармонической функции ( ) ,  u x y  можно вы-

числять по формуле ( ) ( ), ,   =   v x y H u x y  [15], т.е. справедлива формула 

 ( ) ( )2, ,  
c

c

f
i x

f

v x y i e y dπλ

−

λ= Φ λ λ
λ .  (11) 

Теорема. Пусть функция ( ),  u x y  – решение задачи Дирихле (7), (8), 
тогда для функции ( ),  v x y , гармонически сопряженной с функцией ( ), ,u x y  
справедлива формула 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( )2 2

cos 21, exp 2
2

c
c

x kT f x kT
v x y f y

x kT y

  − π − = − − +
 π − +

 

 
( )( )

( ) ( )
( )2 22 2

sin 2
. cf x kT x kTy f kT

x kT y x kT y

 π − − + + ⋅
 − + − + 

  (12) 
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Доказательство. Подставим в формулу (11) выражение для изображе-
ния Фурье граничного условия  

( ) ( ) 2i nT

n
f nT e

∞
− πλ

=−∞
Φ λ =  , 

тогда получим 

( ) ( )22 2,
c

c

f
yi x i n

nf

v x y i e e f n e d
∞

− π λπλ − πλ Δ

=−∞−

λ= Δ λ
λ  . 

Вычисляя интегралы, приходим к формуле (12). 
Теорема. Пусть функция ( )w f z=  аналитическая в верхней полуплос-

кости Im 0z >  и непрерывна в Im 0z ≥ . Пусть также образ Фурье ( )Φ λ  
функции ( )0f x i+  равен нулю вне отрезка [ ],c cf f− , тогда справедлива 
формула типа Котельникова 

 ( )
( )

( )
2 1cif z nT

n

T ef z f nT
i z nT

∞ π −

=−∞

−=
π − .  (13) 

Доказательство. Установим справедливость интегрального представ-
ления 

 ( ) ( )2 
c

c

f
i z

f

f z e dπ λ

−

= Φ λ λ .  (14) 

В самом деле, левая и правая части совпадают на действительной оси 
по построению. Правая часть функции аналитическая в верхней полуплоско-
сти. По теореме единственности [17] формула (13) доказана. Подставим в (14) 
ряд для ( )Φ λ : 

( )Φ λ = ( ) 2i nT

n
f nT e

∞
− πλ

=−∞
 , 

тогда получим  

 ( ) ( )2 2 .
c

c

f
i z i nT

nf

f z e f nT e d
∞

π λ − πλ

=−∞−

= λ   (15) 

Меняя местами порядок интегрирования и суммирования в формуле 
(15), получим дискретный аналог интегральной формулы Коши [17] для по-
луплоскости. 

Теорема. Пусть функция ( )w f z=  аналитическая в верхней полуплос-
кости Im 0z >  и непрерывна в Im 0z ≥  . Пусть также образ Фурье ( )Φ λ  
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функции ( ),0u x  равен нулю вне отрезка [ ],c cf f− , тогда справедлив дис-
кретный аналог формулы Шварца [17]: 

 ( )
( )

( )
22 1 ,0

cif z nT

n

T ef z u nT
i z nT

∞ π −

=−∞

−=
π − ,  (16) 

где 

( ) ( ), Reu x y f z= . 

Доказательство. Правая часть формулы аналитическая в верхней по-
луплоскости, равенство ( ) ( )Re 0 ,0f x i u x+ =  следует из формулы (16).  

Следствие. Положим y = 0, тогда получим 

 ( )
( )

( )
22 10 ,0 . 

cif x nT

n

T ef x i u nT
i x nT

∞ π −

=−∞

−+ =
π −   (17) 

Формула (17) восстанавливает аналитический сигнал [8] по последова-
тельности отсчетов его действительной части. 

5. Формула Котельникова для обратных задач математической физики 
5.1. Обратная задача теплопроводности состоит в определении началь-

ного распределения поля по его значению в момент 0t t= . Известно, что та-
кая задача некорректна [18, 19], однако ее решение существует, единственно 
и может быть найдено по формуле 

( )
( ) ( )( )

( )

2
0

0

exp / 4
,

2k

x kT t t
u t x

t t

∞

=−∞

− −
= ×

π −
  

 
( )

( )0
0

0
Re erf , .

2

  −−  × + π ⋅
  −  

t tx kT i t kT
Tt t

  (18) 

Формула (18) может быть положена в основу конструкции регуляризи-
рующих алгоритмов. 

5.2. Обратная задача Дирихле состоит в определении решения уравне-
ния Лапласа по его значению на прямой 0y y= . Известно, что такая задача 
некорректна [18], однако ее решение существует, единственно и может быть 
найдено по формуле 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

0 22
0

sin 21, exp 2 c
ck

x kT f x kT
u x y f y y

x kT y y

∞
=−∞

  − π − = π − +
 π − + −

  

 ( ) ( )( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )0
0 02 22 2

0 0

cos 2
, .cf x kT y y

y y u kT y
x kT y y x kT y y

π − − + − − ⋅
− + − − + − 

  (19) 
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Кроме того, формула (19) может быть положена в основу регуляризи-
рующих алгоритмов. 

Заключение 
Полученные в работе результаты показывают, что последовательность 

отсчетов { }kT  непрерывного сигнала ( ) f x , состоящая из гармоник с часто-
тами от 0 до  cf , несет всю информацию о структуре нестационарных и ста-
ционарных непрерывных полей. Формулы (10), (11), (15), (16) определяют 
решение прямых и обратных задач Коши и Дирихле по сумме ряда, что поз-
волит построить новые вычислительные алгоритмы.  
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